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Insiemi di particolare interesse

simbolo | descrizione

N naturali

NT naturali positivi
/A interi

z+ interi positivi (coincide con INT)
/A interi negativi

Q razionali

QF razionali positivi
Q" razionali negativi
R reali

R reali positivi

R~ reali negativi

Sintassi del calcolo proposizionale

e Insieme non vuoto di elementi denominati simboli proposizionali A ={A, B,C,...}.

Costanti proposizionali T e L. Per contrapposizione, i simboli proposizionali sono anche denominati variabili
proposizionali.

Connettivi logici -, V e A.

Separatori ‘(" e ‘).

Proposizioni

e se a & una variabile o costante proposizionale allora a é una proposizione;

e se « & una proposizione allora (—«a) & una proposizione;

e se o e 3 sono proposizioni allora (aV ) e (a A 3) sono proposizioni;

tutte le proposizioni sono ottenute mediante le regole descritte.

Esempi di proposizioni e non

e (-L)V((AV B)AC)) & una proposizione.

e AV B non ¢ una proposizione



e (AN B)ATB non ¢ una proposizione

Semantica del calcolo proposizionale

e Dominio: insieme B = {0, 1}, in cui 0 & associato al valore di verita falso e 1 al valore vero

e Insieme di operatori O = {o-,0v,0.}, contiene un elemento per ciascuno dei connettivi logici del calcolo
proposizionale

Negazione logica (not)
0~ : B+ B, tale che 0-(0) =1 e o0-(1) =0

a | na
0 1
1 0

Congiunzione logica (and)
opn :BxB— B

Definito dalla seguente tabella di verita

Disgiunzione logica (or)
ov:BxB— B

Definito dalla seguente tabella di verita

Assegnazione booleana V
Funzione V : A +— B: un’assegnazione booleana alle variabili proposizionali altro non é che una associazione di valori
di verita alle variabili stesse.

Valutazione booleana
PRroP insieme delle proposizioni, V assegnazione booleana su A.

o se A€ A Ty(A) = V(A)

v(T)=1

Ty(L) =0
e se a € ProP, Ty (—a) = o-(Zv(a))

e se a,f € PropP, Zy(a V B) = ov(Zy(a),Zv(B))



o se a, B € ProP, Zv(a A B) = on(Zv(a), Tv(B))

Soddisfacibilita
Una formula proposizionale « viene detta:
e soddisfatta da una valutazione booleana Zy se Zy(a) = 1.
e soddisfacibile se é soddisfatta da almeno una valutazione booleana
e tautologia se é soddisfatta da ogni valutazione booleana

e contraddizione se non é soddisfatta da nessuna valutazione booleana

Implicazione

o, :BxB—B

Definito dalla seguente tabella di verita

a — b equivalente a —a V b

Equivalenza

0o :BXxB— B

Definito dalla seguente tabella di verita

a <> b equivalente a (a <> b) A (b > a)

Operatori k-ari
k
Dato k, esistono 22  operatori differenti B* — B.

Se k= 2:
$ —~ — N
g ~ g | 7 o)
o= — Q a ] @] ~— @) =i
I O =T IO N S22 |E| L]~
~l 2|z |l&|=|@ ~| 2| 8| 58|58 <
< = = — = ~ — > < o S o S ~
— o = O B B I I e I = R B (L=
cl= |28l E |88 || |2 |&|&8|8|5] 5|2
e bS8 2| &5l &| 8| 8| 5| 3| T|&|E|L]|E g | =
0O 01O 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0O 110 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 010 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 110 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1




Completezza di {—, V, A}
Ogni operatore binario & equivalente ad una opportuna composizione degli operatori {—, V, A}

Proprieta degli operatori 1

idempotenza aho = o
p aVa = «
aN(BAy) = (anB)Ay
associativita aV(BV~y) = (aVvVpB)Vy
ac (Bery) = (aef) oy
aNB = (A«
commutativita aVp = pBVa
af = fea
TR aAN(BVy) = (aAB)V(aAy)
distributivita
aV(BAy) = (aVB)A(aVy)
Proprieta degli operatori 2
) aN(aVvp) = «a
assorbimento av(arg) = a
doppia negazione o = @
. “(aVvp) = -aAn-B
leggi di De Morgan ~(@AB) = -aVv-B
terzo escluso aV-a = T
contrapposizione a—p = =«
contraddizione aN-a = 1

Quantificatori
Calcolo dei predicati

e quantificatore universale, indicato con il simbolo V

VaP(z), P & vero per qualunque valore di

e quantificatore esistenziale, indicato con il simbolo 3

JzP(z), P ¢é vero per almeno un valore di

Relazioni

e Prodotto cartesiano di A e B, denotato con C = A x B
C={(z,y) |z €A Ny e B},

e A" indica il prodotto cartesiano di A con se stesso, ripetuto n volte

AX-- XA
i

n volte
e Relazione n-aria R su Ai, As,..., A, & un sottoinsieme del prodotto cartesiano A; X --- X A,
RCA x---x A,.

Relazione d’ordine
Una relazione R C A? si dice relazione d’ordine se per ogni z,y, z € A valgono le seguenti proprieta

1. (z,z) € R (riflessivita),
2. (z,y) € RA(y,z) € R < z =y (antisimmetria),

3. (z,y) e RA(y,z) € R <= (z,z) € R (transitivita).



Relazione d’equivalenza

Una relazione R C A? si dice relazione d’equivalenza se, per ogni ,y, z € A, valgono le seguenti proprieta
1. (z,x) € R (riflessivita),
2. (z,y) € R <= (y,z) € R (simmetria),

3. (z,y) E RN (y,z) € R < (z,z) € R (transitivita).

Relazione d’equivalenza

e Un insieme A su cui sia definita una relazione d’equivalenza R si pud partizionare in sottoinsiemi, detti classi
d’equivalenza, ciascuno dei quali & un sottoinsieme massimale che contiene solo elementi tra loro equivalenti.

e Dati un insieme A ed una relazione d’equivalenza R su A2, P'insieme delle classi d’equivalenza di A rispetto a
R ¢é detto insieme quoziente A/r.

e I suoi elementi vengono denotati con [a], dove a € A & un rappresentante della classe d’equivalenza: [a] indica

cioé I'insieme degli elementi equivalenti ad a.

Operazioni tra relazioni

e Unione: R1 URy = {(z,y) | (z,y) € R1 V (z,y) € R
e Intersezione: R1 U Ry = {(z,y) | (z,y) € R1 A (z,y) € R
e Complementazione: R = {(z,y) | (z,y) € R}
e Chiusura transitiva:
RY ={(z,y) | 3y1, ..., yn € An > 2,01 = z,yn =,

(Yi,yir1) € Ryi=1,...,n—1}

Chiusura transitiva e riflessiva: R* = RT U {{z,z) | z € A}

Funzioni
R C X; x...x X, (n > 2) ¢ una relazione funzionale tra una (n — 1)-pla di elementi e I'n-esimo elemento, se
V{z1,...,Zn-1) € X1 X ... X Xpn_1 esiste al pia’ un elemento z, € X, tale che (z1,...,z,) € R
f:Xix - x X1 X,
f@1, ., Tpn_1) = Tn.
Funzioni
e Xi XX Xp_1, dominio della funzione, dom(f)

e X,, codominio cod(f)
e dominio di definizione:

def(f) = {(xl,...,l’n_1> € dom(f) |
Jz, € cod(f) : f(z1,. ., Tn1) = xn}



e immagine imm/(f):

imm(f) = {&n € cod(f) |
w1, ano) € dom(f) : f(@1,.. . Tn1) = Tn}

Funzioni

f totale se def(f) = dom(f), parziale altrimenti

e f suriettiva se imm(f) = cod(f)

f iniettiva o uno-ad-uno (1:1) se

v<$/1,...,$2171>,<CC/1/7...,$Z,1> € X1 X...xXn1,
(T, o Tn_q) #(mﬂ',...,xz,1><:>

f(x/h o '733;171) # f(mlllv' . 7'1"'//;71)

e f biiettiva se suriettiva e iniettiva

Pigeonhole principle
Dati due insiemi finiti A e B, tali che
0 <|B|<[A],

non esiste alcuna funzione iniettiva totale f : A — B

Strutture algebriche
Dato un insieme non vuoto S C U, si definisce operazione binaria o su S una funzione o : S x S +— U.

Un insieme non vuoto S si dice chiuso rispetto ad una operazione binaria o su S se imm(o) C S.

Strutture algebriche
Dato un insieme S chiuso rispetto ad un’operazione binaria o.

La coppia (S, o) viene denominata semigruppo se loperazione binaria o soddisfa la proprieta associativa:
VaVyVz € S (zo(yoz)) = (zoy)oz).
Se inoltre vale la proprietd commutativa:
VaVy € S (xoy) = (yox)
il semigruppo é detto commutativo.

La coppia (IN,+), dove + & l'usuale operazione di somma, ¢ un semigruppo commutativo,

Strutture algebriche
La terna (S, o, e) viene detta monoide se (S, 0) ¢ un semigruppo, e se e € S ¢ tale che:

Vz €S (eox)=(zoe)=zx

L’elemento e viene detto elemento neutro o unita del monoide. Se o & anche commutativa, il monoide viene detto
commutativo.

Le terne (IN, 4+, 0) e (IN, *, 1), dove + e * sono le usuali operazioni di somma e prodotto, sono monoidi commutativi.

Strutture algebriche
Dati un insieme S ed una operazione associativa o, definiamo semigruppo libero sulla coppia (S, 0) il semigruppo
<S+7o+>, dove:

1. ST & linsieme di tutte le espressioni © = x1 0 2 0...0 &,, per ogni n > 1, con x1,...,&, € S;



2. l'operazione o™ ¢ definita nel modo seguente: se £ = 21 0...02, € Yy = Y1 0...0 Yy, allora zoTy =x10...0
Tp OY10...0Yn.

Strutture algebriche
Se estendiamo ST introducendo un elemento aggiuntivo e, detto parola vuota, possiamo definire sull’insieme risultante
S* = ST U {e} I'operazione o*, estensione di o™, tale che, Vz,y € ST z0*y =z 0" y e Vo € §* (co*x = zo*ec = x).

La terna (S*, 0", ¢) & allora un monoide e viene detto monoide libero.

Strutture algebriche
La terna (S, o, e) viene detta gruppo se (S, 0, e) & un monoide ed inoltre I’operazione o ammette inverso, cioé¢ se

VeeSIyesS (zoy)=(yozx)=e.
L’elemento y viene detto inverso di «, e si denota come z~*.

Se il monoide (S, 0, e) & commutativo il gruppo viene detto commutativo (o abeliano).

Le terne (IN,+,0) e (IN, %, 1) non sono gruppi, in quanto I'insieme IN non ¢ chiuso rispetto all’inverso di + e di *.
Al contrario, le terne (Z,+,0) e (@, %, 1) sono gruppi abeliani.

Strutture algebriche

Dato un semigruppo (S, o), una congruenza = & una relazione d’equivalenza su S che soddisfa la seguente proprieta:
Vz,yeS z=ys=Vze S ((zoz=yoz)A(z0x=20y)).
La relazione d’equivalenza =y, delle classi resto rispetto alla divisione per k € una congruenza rispetto al semigruppo

commutativo (IN,+): infatti, se n =xm, abbiamo che Vi (n + 1 = m + 1) e, chiaramente, anche | +n =, | + m.
Viceversa, se VI (n 4+ | =, m + 1) allora abbiamo, nel caso particolare | = 0, n =, m



