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Automi a pila



Automi a pila

Un automa a pila (o automa push-down) è definito come una settupla ℳ = ⟨Σ, Γ, 𝑍0,𝑄, 𝑞0, 𝐹 , 𝛿⟩
dove Σ è l’alfabeto di input, Γ è l’alfabeto dei simboli della pila, 𝑍0 ∈ Γ è il simbolo iniziale di pila, 𝑄
è un insieme finito e non vuoto di stati, 𝑞0 ∈ 𝑄] è lo stato iniziale, 𝐹 ⊆ 𝑄 è l’insieme degli stati finali,
𝛿 ∶ 𝑄 × (Σ ∪ {𝜀}) × Γ ⟶ 𝑄 × Γ∗ è la funzione (parziale) di transizione.
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Automi a pila

L’automa introdotto non è deterministico, in quanto la presenza di 𝜀-transizioni può comportare
che esistano continuazioni diverse di una stessa computazione anche in presenza di uno stesso
carattere letto.

Per ottenere un comportamento deterministico dobbiamo fare l’ulteriore ipotesi che se, per una
coppia 𝑞 ∈ 𝑄, 𝑍 ∈ Γ, è definita 𝛿(𝑞, 𝜀, 𝑍) allora la funzione di transizione 𝛿(𝑞, 𝑎, 𝑍) non deve essere
definita per nessun 𝑎 ∈ Σ.
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Automi a pila

Ad ogni passo l’automa, a partire dallo stato attuale, dal carattere letto sul nastro di input e dal
carattere affiorante sulla pila, sostituisce il simbolo affiorante nella pila con una stringa di caratteri
e si porta in un nuovo stato.

La convenzione è che il primo carattere della stringa diventi il simbolo di pila affiorante. Si noti che
se la stringa che viene inserita nella pila è la stringa vuota, ciò equivale a dire che il simbolo
precedente affiorante nella pila è stato cancellato.
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Automi a pila

Nastro 𝑎 𝑏 𝑎 𝑏 𝑏 𝑎 𝑎 𝑎 ⋯

𝑌
𝑌
𝑋
𝑍
𝑊
𝑍

𝑞0𝑞1
𝑞2
𝑞3 ⋱

𝑞𝑛
𝑞0𝑞1

𝑞2
𝑞3 ⋱

𝑞𝑛𝛿

Pila
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Automi a pila

𝛿(𝑞1, 𝑎,𝐴) = (𝑞3,𝐵𝐴)

⋯ 𝑐 𝑎 𝑏 ⋯

⋮
𝐷
𝐴

𝑞0𝑞1
𝑞2
𝑞3 ⋱

𝑞𝑛
𝑞0𝑞1

𝑞2
𝑞3 ⋱

𝑞𝑛𝛿

⋯ 𝑐 𝑎 𝑏 ⋯

⋮
𝐷
𝐴
𝐵

𝑞0𝑞1
𝑞2
𝑞3 ⋱

𝑞𝑛
𝑞0𝑞1

𝑞2
𝑞3 ⋱

𝑞𝑛𝛿
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Automi a pila

Dato un automa a pila ℳ = ⟨Σ, Γ, 𝑍0,𝑄, 𝑞0, 𝐹 , 𝛿⟩, una configurazione diℳ è data dalla tripla
⟨𝑞, 𝑥, 𝛾 ⟩, dove 𝑞 ∈ 𝑄, 𝑥 ∈ Σ∗ e 𝛾 ∈ Γ∗.
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Automi a pila

Sia 𝑀 = ⟨Σ, Γ, 𝑍0,𝑄, 𝑞0, 𝐹 , 𝛿⟩ un automa a pila e siano (𝑞, 𝑥, 𝛾 ) e (𝑞′, 𝑥′, 𝛾 ′) due configurazioni di 𝑀 :

avremo allora che (𝑞, 𝑥, 𝛾 ) 𝑀 (𝑞′, 𝑥′, 𝛾 ′) se e solo se valgono le tre condizioni:

1. esiste 𝑎 ∈ Σ tale che 𝑥 = 𝑎𝑥′;
2. esistono 𝑍 ∈ Γ e 𝜂, 𝜁 ∈ Γ∗ tali che 𝛾 = 𝑍𝜂 e 𝛾 ′ = 𝜁 𝜂;
3. 𝛿(𝑞, 𝑎, 𝑍) = (𝑞′, 𝜁 );

oppure le tre condizioni:

1. 𝑥 = 𝑥′;
2. esistono 𝑍 ∈ Γ e 𝜂, 𝜁 ∈ Γ∗ tali che 𝛾 = 𝑍𝜂 e 𝛾 ′ = 𝜁 𝜂;
3. 𝛿(𝑞, 𝜖, 𝑍) = (𝑞′, 𝜁 ).
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Automi a pila

Una computazione è definita come una sequenza 𝑐0,… , 𝑐𝑘 di configurazioni di 𝑀 tale che 𝑐𝑖 𝑀 𝑐𝑖+1.
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Automi a pila: accettazione per pila vuota

Sia 𝑀 un automa a pila. Una configurazione (𝑞, 𝑥, 𝛾 ) di 𝑀 è di accettazione se 𝑥 = 𝛾 = 𝜀. Secondo
tale definizione, una stringa 𝑥 è quindi accettata da 𝑀 se e solo se al termine della scansione della
stringa la pila è vuota.

Indichiamo con 𝑁(ℳ) il linguaggio accettato per pila vuota dall’automa ℳ.
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Automi a pila: accettazione per stato finale

Sia 𝑀 un automa a pila. Una configurazione (𝑞, 𝑥, 𝛾 ) di 𝑀 è di accettazione se 𝑥 = 𝜀 e 𝑞 ∈ 𝐹 .
Secondo tale definizione, una stringa 𝑥 è quindi accettata da 𝑀 se e solo se al termine della
scansione della stringa l’automa si trova in uno stato finale.

Indichiamo con 𝐿(ℳ) il linguaggio accettato per stato finale dall’automa
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Automi a pila nondeterministici

Un automa a pila non deterministico è definito come una settupla ℳ = ⟨Σ, Γ, 𝑍0,𝑄, 𝑞0, 𝐹 , 𝛿⟩ dove Σ
è l’alfabeto di input, Γ è l’alfabeto dei simboli della pila, 𝑍0 ∈ Γ è il simbolo iniziale di pila, 𝑄 è un
insieme finito e non vuoto di stati, 𝑞0 ∈ 𝑄] è lo stato iniziale, 𝐹 ⊆ 𝑄 è l’insieme degli stati finali,
𝛿 ∶ 𝑄 × (Σ ∪ {𝜀}) × Γ ↦ 𝑃(𝑄 × Γ∗) è la funzione (parziale) di transizione.
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Automi a pila nondeterministici

Nel caso degli automi a pila la presenza del non determinismo comporta una aumento del potere
computazionale.

Mentre gli automi a pila non deterministici riconoscono la classe dei linguaggi non contestuali, gli
automi a pila deterministici riconoscono un sottoinsieme proprio di tali linguaggi, la classe dei
linguaggi non contestuali deterministici.

Esempio: accettazione del linguaggio non contestuale {𝑤𝑤̃ ∣ 𝑤 ∈ {𝑎, 𝑏}+}, dove 𝑤̃ indica la stringa
riflessa di 𝑤
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Esempio di accettazione per pila vuota

Tabella di transizione dell’automa a pila che accetta per pila vuota il linguaggio {𝑤𝑤̃ ∣ 𝑤 ∈ {𝑎, 𝑏}+}

𝐴 𝐵 𝑍0
𝑎 𝑏 𝑎 𝑏 𝑎 𝑏

(𝑞0,𝐴𝐴) (𝑞0,𝐵𝐴) (𝑞0,𝐴𝐵) (𝑞0,𝐵𝐵) (𝑞0,𝐴) (𝑞0,𝐵)
𝑞0

(𝑞1, 𝜀) (𝑞1, 𝜀)

𝑞1 (𝑞1, 𝜀) (𝑞1, 𝜀)
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Esempio di accettazione per stato finale

Tabella di transizione dell’automa a pila che accetta per stato finale il linguaggio {𝑤𝑤̃ ∣ 𝑤 ∈ {𝑎, 𝑏}+},
con 𝑞𝐹 = 𝑞2

𝐴 𝐵 𝑍0
𝑎 𝑏 𝑎 𝑏 𝑎 𝑏 𝜀

(𝑞0,𝐴𝐴) (𝑞0,𝐵𝐴) (𝑞0,𝐴𝐵) (𝑞0,𝐵𝐵) (𝑞0,𝐴𝑍0) (𝑞0,𝐵𝑍0)
𝑞0

(𝑞1, 𝜀) (𝑞1, 𝜀)

𝑞1 (𝑞1, 𝜀) (𝑞1, 𝜀) (𝑞2, 𝜀)
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Equivalenza tra condizioni di accettazione

Teorema

Dato un automa a pila non deterministico ℳ = ⟨Σ, Γ, 𝑍0,𝑄, 𝑞0, 𝐹 , 𝛿⟩ che accetta un linguaggio per
stato finale, esiste un automa a pila non deterministico ℳ′ = ⟨Σ′, Γ′, 𝑍 ′0 ,𝑄′, 𝑞′0,∅, 𝛿′⟩ che accetta lo
stesso linguaggio per pila vuota, vale a dire tale che 𝐿(ℳ) = 𝑁(ℳ′).
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Equivalenza tra condizioni di accettazione

𝑀′ opera in modo simile a 𝑀 , secondo lo schema seguente:

1. All’inizio 𝑀′ ha nella pila un simbolo speciale 𝑋 non appartenente a Γ ed inserisce al di sopra
di 𝑋 il simbolo 𝑍0;

2. Quindi, 𝑀′ esegue gli stessi passi di 𝑀 . Si noti che nel corso di tale fase la pila di ℳ′ non sarà
mai vuota;

3. Se, alla fine della stringa di input, ℳ raggiunge un suo stato finale (che quindi è raggiunto
anche da ℳ′), ℳ′ provvede ad eliminare tutti i simboli presenti in pila, incluso 𝑋 .
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Equivalenza tra condizioni di accettazione

ℳ′ àllora definito come Σ′ = Σ, Γ′ = Γ ∪ {𝑋} (𝑋 non in Γ), 𝑍 ′0 = 𝑋 , 𝑄′ = 𝑄 ∪ {𝑞′0, 𝑞𝑓 } (𝑞′0 e 𝑞𝑓 non in
𝑄) e, per quanto riguarda la funzione di transizione 𝛿′:
1. 𝛿′(𝑞, 𝑎, 𝑍) = 𝛿(𝑞, 𝑎, 𝑍) per ogni 𝑞 ∈ 𝑄, 𝑎 ∈ Σ, 𝑍 ∈ Γ
2. 𝛿′(𝑞, 𝜀, 𝑍) = 𝛿(𝑞, 𝜀, 𝑍) per ogni 𝑞 ∈ 𝑄 − 𝐹 , 𝑍 ∈ Γ
3. 𝛿′(𝑞, 𝜀, 𝑍) = 𝛿(𝑞, 𝜀, 𝑍) ∪ {(𝑞𝑓 , 𝜀)} per ogni 𝑞 ∈ 𝐹 , 𝑍 ∈ Γ
4. 𝛿′(𝑞′0, 𝜀,𝑋) = {(𝑞0, 𝑍0𝑋)}
5. 𝛿′(𝑞𝑓 , 𝜀, 𝑍) = {(𝑞𝑓 , 𝜀)} per ogni 𝑍 ∈ Γ′
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Equivalenza tra condizioni di accettazione

⊚ Per effetto di 1 e 2 𝑀′ simula perfettamente 𝑀 se questo non si trova in una stato finale.

⊚ Per effetto di 1 e 3 𝑀′ in uno stato finale può eseguire tutte le transizioni definite per 𝑀 con
l’ulteriore possibilità di effettuare una 𝜀-transizione verso il suo stato 𝑞𝑓 lasciando la pila
immutata.

⊚ La condizione 4 fa sì che il simbolo 𝑋 rimanga in fondo alla pila mentre l’automa𝑀′ effettua la
simulazione di 𝑀

⊚ La condizione 5 assicura lo svuotamento della pila di 𝑀′ nel caso in cui 𝑀 raggiunga uno stato
finale.
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Equivalenza tra condizioni di accettazione

Teorema

Dato un automa a pila non deterministico ℳ = ⟨Σ, Γ, 𝑍0,𝑄, 𝑞0, 𝐹 , 𝛿⟩ che accetta un linguaggio per
pila vuota, esiste un automa a pila non deterministico ℳ′ = ⟨Σ′, Γ′, 𝑍 ′0 ,𝑄′, 𝑞′0,∅, 𝛿′⟩ che accetta lo
stesso linguaggio per stato finale, vale a dire tale che 𝑁(ℳ) = 𝐿(ℳ′).
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Equivalenza tra condizioni di accettazione

𝑀′ opera similmente a 𝑀 , secondo lo schema:

1. All’inizio 𝑀′ ha nella pila un simbolo speciale 𝑋 non appartenente a Γ ed inserisce 𝑍0 al di
sopra di 𝑋 ;

2. Quindi, 𝑀′ esegue gli stessi passi di 𝑀 . Si noti che nel corso di tale fase la pila di ℳ′ non sarà
mai vuota;

3. Se, alla fine della stringa di input, ℳ raggiunge la condizione di pila vuota, ℳ′ entra nello
stato finale 𝑞𝑓 .
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Equivalenza tra condizioni di accettazione

ℳ′ àllora definito come Σ′ = Σ, Γ′ = Γ ∪ {𝑋} (𝑋 non in Γ), 𝑍 ′0 = 𝑋 , 𝑄′ = 𝑄 ∪ {𝑞′0, 𝑞𝑓 } (𝑞′0 e 𝑞𝑓 non in
𝑄) e, per quanto riguarda la funzione di transizione 𝛿′:
1. 𝛿′(𝑞, 𝑎, 𝑍) = 𝛿(𝑞, 𝑎, 𝑍) per ogni 𝑞 ∈ 𝑄, 𝑎 ∈ Σ ∪ {𝜀}, 𝑍 ∈ Γ,
2. 𝛿′(𝑞, 𝜀,𝑋) = {(𝑞𝑓 ,𝑋)} per ogni 𝑞 ∈ 𝑄
3. 𝛿′(𝑞′0, 𝜀,𝑋) = {(𝑞0, 𝑍0𝑋)}.
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Equivalenza tra condizioni di accettazione

⊚ Per effetto di 1 𝑀′ simula perfettamente 𝑀 se la pila di questo non è vuota

⊚ Per effetto di 2 𝑀′, se la pila di 𝑀 è vuota (e quindi la propria contiene solo 𝑋 ), può effettuare
una 𝜀-transizione verso il suo stato finale 𝑞𝑓 lasciando la pila immutata

⊚ La 3 fa sì che il simbolo 𝑋 rimanga in fondo alla pila mentre l’automa 𝑀′ effettua la
simulazione di 𝑀 .
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Equivalenza CFG-NPDA

Se un linguaggio è generato da una grammatica 𝒢 non contestuale, esiste un automa a pila 𝑀 tale
che 𝐿(𝒢 ) = 𝑁(𝑀).

La dimostrazione è costruttiva: a partire da 𝒢 deriviamoℳ e mostriamo poi l’equivalenza.
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Equivalenza CFG-NPDA

Consideriamo dapprima il caso in cui 𝜀 ∉ 𝐿(𝒢 ). A partire da 𝒢 , costruiamo una grammatica
𝒢 ′ = ⟨Σ, 𝑉 ′𝑁 , 𝑃 ′, 𝑆′⟩ equivalente a 𝒢 , ma in Forma Normale di Greibach.

Per l’automa, poniamo Γ = 𝑉 ′𝑁 , 𝑄 = {𝑞0}, 𝑍0 = 𝑆′.
Funzione di transizione: per ogni produzione 𝐴 ⟶ 𝑎𝛾 , 𝛾 ∈ (𝑉 ′𝑁 )∗ introduciamo la regola
𝛿(𝑞0, 𝑎,𝐴) = (𝑞0, 𝛾 ).
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Equivalenza CFG-NPDA

L’equivalenza deriva dalla dimostrazione che

(𝑞, 𝑥, 𝑆′) ∗ (𝑞, 𝜀, 𝛼)
se e solo se 𝑆′ ∗⟹ 𝑥𝛼 , dove 𝑞 ∈ 𝑄, 𝑥 ∈ Σ∗ e 𝛼 ∈ (𝑉 ′𝑁 )∗
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Equivalenza CFG-NPDA

In due passi:

1. Dimostrazione, per induzione su 𝑖 (numero di passi della computazione), che

se (𝑞, 𝑥, 𝑆′) 𝑖 (𝑞, 𝜀, 𝛼) allora 𝑆′ ∗⟹ 𝑥𝛼.

2. Dimostrazione, per induzione su 𝑖 numero di passi della derivazione), che

se 𝑆′ 𝑖⟹ 𝑥𝛼 allora (𝑞, 𝑥, 𝑆′) ∗ (𝑞, 𝜀, 𝛼).
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Equivalenza CFG-NPDA

Se 𝜀 ∈ 𝐿(𝒢 ) possiamo costruire una grammatica 𝒢 ′ in GNF che genera il linguaggio
𝐿(𝒢 ′) = 𝐿(𝒢 ) − {𝜀} e quindi applicare la procedura descritta per ottenere un automa a pila
⟨Σ, Γ, 𝑍0, 𝛿 , {𝑞0},∅⟩ che riconosce 𝐿(𝒢 ′).

Un automa che riconosce 𝐿(𝒢 ) può essere ottenuto aggiungendo uno nuovo stato iniziale 𝑞′0 e la
transizione 𝛿(𝑞′0, 𝜀, 𝑍0) = {(𝑞′0, 𝜀), (𝑞0, 𝑍0)}.
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Equivalenza NPDA-CFG

Sia 𝐿 un linguaggio accettato mediante pila vuota da un automa a pila 𝑀 = ⟨Σ, Γ,𝑄, 𝛿 , 𝑍0, 𝑞0,∅⟩,
allora esiste una grammatica non contestuale 𝐺 che lo genera, cioè 𝐿 = 𝑁(ℳ) = 𝐿(𝒢 ).

La dimostrazione è costruttiva, ma non viene qui riportata.
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Equivalenza NPDA-CFG

Esercizio

Definire un automa a pila non deterministico che riconosca il linguaggio {𝑤𝑤̃ ∣ 𝑤 ∈ {𝑎, 𝑏}∗} e
costruire la grammatica che lo genera in base al metodo indicato nel teorema precedente.
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Automi a pila deterministici

Un automa a pila deterministico è un automa a pila ℳ = ⟨Σ, Γ, 𝑍0,𝑄, 𝑞0, 𝐹 , 𝛿⟩ tale che, ∀𝑎 ∈ Σ,
∀𝑍 ∈ Γ, ∀𝑞 ∈ 𝑄

∣ 𝛿(𝑞, 𝑎, 𝑍) ∣ + ∣ 𝛿(𝑞, 𝜀, 𝑍) ∣≤ 1

Una stringa è accettata da un automa a pila deterministico se e solo se essa dà luogo ad una
computazione che termina in una configurazione ⟨𝑞, 𝜀,𝑤⟩, con 𝑞 ∈ 𝐹 e 𝑤 ∈ Γ∗
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Automi a pila deterministici

1. La definizione di automa a pila deterministico è una specializzazione della definizione di
automa a pila non deterministico, quindi la classe dei linguaggi accettati da automi a pila non
deterministici include quella dei linguaggi accettati da automi a pila deterministici.

2. La classe dei linguaggi di tipo 2, vale a dire dei linguaggi accettati da automi a pila non
deterministici, non è chiusa rispetto alla complementazione.

3. Per ogni automa a pila deterministico ℳ, è possibile costruirne uno che accetta il linguaggio
Σ∗ − 𝐿(𝑀): quindi classe dei linguaggi accettati da automi a pila deterministici è chiusa
rispetto alla complementazione

4. Quindi, la classe dei linguaggi accettati da automi a pila deterministici dunque non coincide
con quella dei linguaggi di tipo 2.
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Automi a pila deterministici

Intuitivamente, un linguaggio separatore è dato da 𝐿 = {𝑤𝑤̃ ∣ 𝑤 ∈ {𝑎, 𝑏}+}.

Il linguaggio, di tipo 2, non può essere accettato da alcun automa a pila deterministico. Infatti,
intuitivamente, durante la scansione dell’input non è possibile individuare a priori, in maniera
deterministica, dove termina la stringa 𝑤 ed inizia 𝑤̃ .
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